MATRICES
EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.
1 -6 8 4
On considere la matricd=| 0 7 3 11|.
22 17 0,1 8

1) Donner le format dé
2) Donner la valeur de chacun des élements a,, , a,, et a,,

3) Ecrire la matrice transposé® deA et donner son format

Exercice n2.
5 7
Soit la matriceA=| .
8 0
7 1 3

1) Compléter I'écriture dé de format4x 3 avec :a,, =5, a,,=-4, a,, =8 eta, =11
2) Ecrire la matrice transposé® deA et donner son format

Exercice n3.
1) Donner une matrice dont la transposée est égala apposée.
2) Donnez la matrice A telle que pour tout indicgtj avec,1<i< 3 et1l< j <3, le termea; soit donne par la

formule ; =2i - j

Exercice n4.

2 5 7 2
On donneA= etB= )

3 -1 -3
CalculezA+B , A-B,3A, 4B , 3A-4B

Exercice n5.

X 5 y 7
On donneA= etB= )
0 2 -1 3y

4 12
1) Trouverx ety pour queA+B :( L 17]

-5 -18
2) Trouverx ety pour que2A-4B =

4 -16
Exercice n6.
1 3 -2 0 -4 6
On considere les matricdsB etC définies parA=| -4 2|, B=|-2 1l|etC=|-14 7
0 7 8 1 24 17

Trouver deux réelg ety tels quexA+yB=C.
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Exercice n?.
Effectuer les produits suivants lorsque c’est giesiorsque c’est impossible, dire pourquoi.

2 5 > & > & 2 5
a) 3 6]x b) x| 3 6
4 6 4 6
4 7 4 7
0 -1 6 2 5 0) (1 -1
) (-1 4 9x|2 4 -2 d) 3 6 3[x2 0
3 5 3 4 1 2) ({3 5
1 -1 2 5 1 0 5 2 7
e) 2 0|x|3 6 f) 2 -1 6|0 2 3
3 5 4 1 3 4 7){4 5 6
Exercice n8.
Calculer, puis comparer les produs<B et Bx A
-1 8 4 2 4 8 3 9
a) A= etB= b) A= etB=
2 11 -5 8 1 2 11
2 1 5 2
C) A= etB=
11 2 3
Exercice n9.

Dans chacun des cas, calculer les prodai#B et Bx A. Quelle particularité présente-t-il ?
6 -12 12 6
a) A= etB=
-3 6 6 3
2 4 0 2
b) A= etB=
_1 — O —
Exercice ni0.

On considere la matriok définie parA:L)Z(

1) . ,
?J oux est un réel.

: 6 1
7 2:
Déterminerx pour queA [2 11}

Exercice nil.

4 8 3 9
Calculez et compare®’ + 2AB+ B et (A+ B)2 avec :A:(1 j etB :( j

Exercice ni2.

: . 11 10
Soit les deux matrices = etl,= :
5 6 01

o a b a b
On se propose de rechercher s’il existe une m tréced telle que Ax L /L, =1,.

1) Traduire cette égalité par un systéme de quatrati@ms a quatre inconnues
2) Résoudre ce systeme

a b
3) Pour les valeurs trouvéah,c, etd , on poseA™ =(C dj

Vérifier que A" x A= AxA™ =1,
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Exercice ni3.
Définir pour chaque systeme la matriseet le vecteur colonn€ tels que le systéme donné soit équivalent a
I'égalité matricielle Ax X =C

1) {—5x+3y= 2 2) {2,23(—5,5/= 17
-X+y=5 0, 2x+y=7
3X-y+2z=7 3x-y=15

3) 15x+y-z=8 4) sy+7z=12
-X+3y+72=-22 X+y=25

. {x+y+z:—5 6) {3x+6y:x+z+31
-y+z=2 Ty+2z=x-y+ 27

Exercice ni4.

Ay . 3 -10
On considere la matricA = > g

1) A l'aide de la calculatrice, donner la matriceérse A™ (mettre les coefficients sous forme fractionnaire)
2) En déduire la résolution des systémes suivants :

) {3x—10y=4 b) {3x—10y:1,5 0 {3x—10y:15 d) {3x—10y=1,2£
—2x+8y=7 -2x+8y=-0,4 —-2X+8y=-5 -2x+8y=0,5
Exercice ni5.
X+y+ z=a
1) On considére le system2x+ y+3z=b ouxy,z,a,b etc sont des nombres reels.
X-y+2z=c
Exprimer les nombres réetg/ etz en fonction de,b etc
1 1 1
2) On considere la matrica={2 1 3|.
1 -1 2

Montrer que la matricd ,est inversible et donner I'expression Aé

Exercice ni6.

a b
On suppose qué = (C dj oua,b,c etd sont des réels tels qael —bc # 0

X 10
1) Trouver en fonction da,b,c etd les réels,y,t ett tels que :Ax(z i/j =(0 J

d -b
2) Vérifier queA admet pour matrice inverseA™ = !
ad-bc\-c a
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MATRICES - EXERCICES CORRIGES
CORRECTION

Exercice n°1
1) |La matriceA est de formaBx 4| puisqu’elle contient 3 lignes et 4 colonnes

2) a,, est le nombre figurant a l'intersection de & ligne et de la @™ colonne, donda,, = 4

a,, est le nombre figurant a I'intersection de % igne et de la %™ colonne, donda,, =3

a,, est le nombre figurant a I'intersection de f8%igne et de la %™ colonne, donga,, =0,

a,, est le nombre figurant a l'intersection de ¥8%igne et de la 9" colonne, donqa32 =17

3) La matrice transposéd deA s’obtient en intervertissant lignes et colonneéde

1 0 22
. (|6 7 17 — , ,
On obtient don¢A = s 3 o041l La matrice A" est donc de dimensiofx 3\
4 11 8
Exercice n°2
5 7
Soit la matriceA=| 1.
8 0
7 1 3

1) a,, est le nombre figurant a l'intersection de f4%igne et de la 9" colonne
a,, est le nombre figurant a I'intersection de ¥%igne et de la $"colonne
a,, est le nombre figurant & I'intersection de ¥&%igne et de la ¥°colonne
a,, est le nombre figurant a I'intersection de ¥ ligne et de la 2" colonne

5 11 7
) | | 8 9 -4
On compléte ainsi la matride: |A=
8 5 0
7 1 3
2) La matrice transposéd deA s’obtient en intervertissant lignes et colonneéde
5 8 8 7
On obtientdoncA’' =11 9 5 1|.|La matriceA" est donc de dimensidx 4
7 -4 0 3

Exercice n°3
1) Toute matrice antisymétrique possede une transpégaie a son opposée.

0 -1 0 1
Par exemple, si on considére la matrke(l Oj’ on auraA' :( 1 Oj =-A

2) L'indication 1<i < 3 et1< j < 3 nous donne le format de la matrice A : il s'agitreé matrice3x 3.
De plus on calcule successivemepnt=2-1=1, a,=2-2=0, 8,=2-3=-1, a,,=4-1=3,
a,=4-2=2,a,=4-3=1,4,,=6-1=5, a,=6-2=4et a,,=6-3=3.

1 0 -1

La matriceA est donc 1A=

3 2 1
5 4 3
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Exercice n°4
On calcule successivement :

weocls S ety e

woels SO S TS

wesll S0 e ety oGS
3 e o o A

Exercice n°5

, X 5 y 7 X+y S5+7 X+y 12
1) On exprime d’'une parA+ B = + = =
0 2x) (-1 %) (0+(-1) 2x+3 -1 X+ 3

12\ . Xty 12 4 12 . .
si et seulement $i = donc par identification des
17 -1 2x+3y) \-1 17

4
On aura I'égalitéA+B :(

s . X+y=4 . R _
différents termes si et seulemenl{& y . On résout ce systéme par substitution :

2x+3y=1
Xx+y=4 L y=4-X L y=4-x L,
2x+3y=17 L, 2x+3(4-x) =17 L, X+ 12- 3= 171,
_fy=4-x L [y=4-(-5 L |[y=9 L
-x=5 L, X=-5 L, x=-5 L,

4
L’égalité A+B :(

: 2x 10\ (4y 28 X- 4 -18
2) On exprime d’'une par2A-4B = - =
0 4x) \-4 1% 4 &- 1%

12
17j aura donc lieu pouk=-5ety=9

i -5 -18) . 2X—4y  -18 -5 -1
On aura I'égalité2A—- 4B = si et seulement i = donc par
4 -16 4 ax—-12% 4 -1
: . e s : . |2x—4y=-5 , R .
identification des différents termes si et seuleinse ax-12y=—1€ On résout ce systeme par substitution :
ox-dy=-5 L 2x—-4y=-5 L, X=4-5 L
4x-12y=-16 L, 2X—6y=-8 %Lz -2y=-3 —;LZ—L1
2x=4><:—23—5 L, 2x=1 L, x:% L,
3 1 y=— =L,-L 3 1
== ZL-L 2 1 R R L
y > 52 1 2 2 y 5 o L

L pes -5 -18 : 1 3
L’égalitée 2A-4B = aura donc lieu poux== et y=—
4 -16 2 2
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Exercice n°6

1 3 -2 0 X— 2 X
Oncalcule :xA+yB=x| -4 2|+y|-2 1|=|-&- 2% X+y].
o 7 8 1 & K+y
X—2y 3x -4 6
On aura I'égalitéxA+ yB =C si et seulement $i-4x—-2y 2x+y|=|-14 7|, donc par identification des
8y xX+y 24 17
X=2y=-4
3X=6
. —4x—-2y=-14 {x=2
termes, si et seulement-si o
2x+y=7 y=3
8y=24
x+y=17

Exercice n°7
a) Les matrices étant respectivement de forBwR et 2x 2, leur produit est bien défini et est une matrice
3x2.0n aalors :

2 5 s & 2x 2+ x4 X o ¥ 24 4
3 6 X(4 6}2 Ix2+6x4 X5 & g=|| 30 5
4 7 4x 2+ Tx 4 & 5 K 36 6

b) Les matrices étant respectivement de for@f et 3x 2, leur produit est impossible a définir.

c) Les matrices étant respectivement de forine® et 3x 3, leur produit est bien défini et est une matfises.
On aalors:

0 -1 6
(-1 4 9x[2 4 -2/=(-X 06 & 2 8 5-A4(- )k ¥4 45 5 x146 x{- )2 x5)
3 Ns/| 8
=|(23 42 3

d) Les matrices étant respectivement de forBwB et 3x 2, leur produit est bien défini et est une matrice
3x2.0naalors:

2 50 (1-1) (25263 2-)t+%5 6% 12-
36 3x{2 0=k 6&233 8-t 663 24 1
41 2) (3 5) | &xHk223 4(-) 26 2 12
e) Les matrices étant respectivement de forBw®R et 3% 2, leur produit est impossible a définir.
f) Les matrices étant respectivement de forBwaB et 3x 3, leur produit est bien défini et est une matrice
3x3.0Onaalors:
1 0 5 (2 7 X2 &6 5 4 1 F 9 22X 5 x18x0+3x%x5
2 -1 6/x{0 2 3=| x2(-)x06 84 2 F(-)k 2 % 5+~ )1 +3x6
3 4 7 4 5 6 XX & 0 4 7 8 ¥ 42X 5 x3 8 x4 +3 x7
22 32 3
=28 42 49
34 64 78
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Exercice n°8
Pour chaque exemple, les matrices étant carrée®de format, leur produit dans les deux sens estd#fini

. -1 8 4 2
a) Si A= etB= , alors :
2 11 -5 8
-1 8\ (4 2) (-1x4+8x(-5 -1Ix 2+ & -44 62
AxB= X =
2 11) (-5 8 (2x4+11x(-§ 2« 2+ 1% -47 92
4 2\ (-1 8 4x(-)+2x2  4x 8 x11)| (0 54
etBxA= X = =
-5 8) 2 11 ((-5)x(-1)+8x2 (-9x8F & 1] (21 48
On constate quEAx B # Bx Al
. 4 8 39
b) Si A= etB= , alors :
12 11
4 8) (3 9 (H&3IF&1l &«9 8 20
AxB = X = =
1 2)(1 1) (x3+x1 x9 2 5 11
3 9)(4 8 (Xx4#%x13%8S8 21 4p
et BxA= X = =
1 1) (1 2 (X4#kx1l 8% 5 1
On constate qUEAX B # Bx Al
. 2 1 5 2
C) Si A= etB= , alors :
11 2 3
2 1\ (5 2) (x5+ k2 X 2 % 12 Y
AxB= X = =
(1 1}[2 ej (1x5+1<2 xaxj [ 71
5 2) (2 )_ (5221 &% 2_ 12 Y
2 3/ (11 (x20%1 2281 ( 7 5

On constate cette fois ci qlﬂgx B =BxA|, mais ce n’est surtout pas une regle générale !

G

et BXA:(

Exercice n°9
Dans chaque cas, les matrices étant carrées de fodmad, leur produit est bien défini et est undrina 2x 2

, 6 -12 12 6
a) Si A= etB= , alors :
-3 6 6 3
6 -12) (12 6x12+(-19x 6 6 6-(— 1Px 00
AxB = X = =
-3 6 6 3 |(-3)x12+6x6 (-3Ix 66 3)| (0 O
On constate que le produitx B est nul sans pour autant gu®u B soit la matrice nulle

. 2 4 0 2
b) SIAZ( JetB:( j,alors:
-1 - 0 -1

wee=(5 S0 2(montanol (- am e i3l

On constate que le produitx B est nul sans pour autant gu®u B soit la matrice nulle
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Exercice n°10

On caIcuIeA2=[X l]X[X lJ:(XXX-leZ X 1+l<‘1:{x2+2 X+3J. Pour avoirAZZ(6 l] il
2 3/ 12 3 XX+ X2 Xt 38 2x+6 11 2 11)°
x2+2 x+3) (6 1 X*+2=6
suffitd’avoir[zx+6 11}[2 11j<:> Xx+3=1 , ce qui se produit si etseulem
2X+6=2

Exercice n°11

, (4 8) (4 8 XM &K1 £8 8 24 .
On calcule :A” = X = = , puis
1 2) (1 2 X4a4 X1 kX8 R 6 1
BZ_39)(39_3<3+9<139r9_18
1 1)1 1 X3F K1 k9 % 4 1f
! 4 8\ (3 9 Ix 3+ &1 &9 8 20
et enfin AxB = X = = :
1 2) (11 X3F X1 ¥ 9 R 5 1
On peut ainsi calculer :
) , (24 40 20 4 18 3
A°+2AB+B° = + 2% +
6 12 5 11 4 1
(24 40+408+183_ 82 1
|6 12) (10 2 4 10 | 20 4
4 8 39 7 1
D’autre part,A+B = + = :
1 2 11 2 3
» (7 17\ (7 1 A 1% 2 X 1¥F W 83 1
dou: (A+B) = X = x
2 3 2 3 X T+ X2 X1% 8 20 4

On constate qupA® + 2AB + B2 # (A+B)’

Exercice n°12

at+tc=1
) : n a b . . (1 1)ya b 10 b+d=20
1) L’équation matricielleAx =1, se traduit par le systeme : = = :
c d 5 6)lc d 01 @+ &= C
5b+6d =1
3 L, . |a+c=1 a=1-c a=1-c a:1—(—5)=6
2) On résout séparément deux systemes : o - - ,
S5a+6c=0 |5(1-c)+6=0 |c=-5 c=-5
ot b+d=0 b=-d b=-d=-1
Sb+6d=1 |5(-d)+6d=1 |d=1

-5 1

On calcule, d’'une par{t_ﬁ5 _1}{51) 3 =[((3j51):(11]i:: (?(;(;); 3:(3 i]
Et d’autre par(; (15}([—65 _11):(;: 2: (1;((__5% ;E: 3: 2ﬂ:(é 3

On a bien vérifié bien qu&™ x A= AxA™" =1,

6 -1
3) On pose :A™ :[ j
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Exercice n°13

-5 3 X 2 . -5x+3y=2 o R
1) En posant A= , X= et C= , le systeme est eéquivalent a
-1 1 y 5 -X+y=5
-5 3) (X 2 s
x = , c'est-a-dire aAx X =C
-1 1) \y 5
2,23 -5, X 12 R 2,2%-5,5= 1- . R
2) En posantA= , X = et C= , le systéme est équivalent a
0,2 1 y 7 0,2x+y=7
AxX =C
3 -1 2 X 7 3X-y+2z=7
3) En posantA=| 5 1 -1, X=|y| etC=| 8 |, le systtmes5x+y-z=8 est équivalent a
-1 3 7 z =22 —X+3y+7z2=-22
AxX =C
3x-y=15 3x-y+0z=15
4) Le systeme y+7z=12 se réécrik Ox+y+7z=12
x+y:25 X+y+0z=25
-1 0 X 15 3x-y=15
EnposantA=|0 1 7|, X=|y|etC=[12]|, le systeme y+7z=12 est équivalent AxX =C
1 1 0 z 25 X+y=25
. L, . |X+y+z=-5
5) Le systém se réécrit
Ox-y+z=2

X
1 -5 4 X+y+z=-5 yv .

En posantA= , X=|y|letC= , le system est équivalent aAx X =C

0 -1 1) 2 -y+z=2

3X+6y=x+z+31
Ty+2z=x-y+ 27

2x+6y—-z=31

se réécrit
{—x+8y+ 22=27

2 6 -1
. En posantA=( L j X=|ly]| et

6) Le system
) Le sy %: 8 2

31 . 3Xx+6y=x+z+31 L. R
C= , le system est éequivalent &x X =C
27 Ty+2z=x-y+ 27

Exercice n°14
1) Grace a la calculatrice, on saisit la matAoet on calcule son inverse

Saisie de la matricé& Obtention de la matrice inverse|:

MATEIx[A] 2 =2 [Al-TrFrach

(% ]

[A]-1kFrac
[[Z T2 ]
[1-2 3411
0
zaz=0
R 3x-10y=4 | . X 4
2)a) Le systém s’écrit AxX =C avec X = etC= :
—2X+8y=7 y 7
X 2 S 4 X=2x 4+ 5>< 7—El
Puisque la matricé est inversible, on aurX = A'C - = 2|y - 2 2
y 1 3 7 1 3 2¢
- = = x4+—x7=—"
2 4 2 4
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Le systeme admet donc pour ensemble

3x-10y=1,5
b) Le system O
-2x+8y=-0,4
X 2
inversible, on aura&X = A'C = ( j:
y | d
2
Le systeme admet donc pour ensemble
. |3x-10y=15 , .
C) Le system s'écrit Ax X
—-2X+8y=-5

X
Puisque la matricé est inversible, on aurX = A'C - ( j
y

Le systeme admet donc pour ensemble

3x-10y =1, 2¢
d) Le systéme O
-2x+8y=0,5
X 2
inversible, on aura&X = A'C = ( j:
y) |1
2

Le systeme admet donc pour ensemble

Exercice n°15

X
s'écrit AxX =C avec X :( j
y

de solut

(27]

5 _ 5 _
E x( 1,5}@ X 2X1,5-+-—2X(—0,Z)_
g 708 —;'x1,5+—x(—0,19: 0,4t
de solutir{(2;0,45}
el
=C avecX = etC= :
y -5
5 _ S _
2 2| (15 x—2><15+—2><(—5)— 17,5
= X =
1 315 = 1x15+ 3x(-5)= 3,78
2 4 2

——

de soluf

B {(17,5:3,75

X 1,25 : .
s'écrit AxX =C avec X =( j et C Z(O 5) Puisque la matricé& est
y ;

X= 2><1,25+—2>< 0,5 3,7

1 3

S

2

3

2 y =-"x1,25+ "% 0,5= 1
2 4

1,25
X =
0,5

B {(3,75;9)}

4
de soluf

1)Ona:
X+y+ z=a L X+y+ z=a L
2xX+y+3z=Db L, « ¢ X—y+2z=Cc L, renumérotation des lign
X-y+2z=c L, 2X+y+3&=b L,
X+y+ z=a L, X=a-y-z L
{4 —-2y+z=c-a L,=L,-L, =<5 —-y=c-b+a L,-Lg
-y+z=b-2a Lj=L,-2 z=b-2a+y Ly
x=a-(-a+b-c)-z L, x=a-(-a+b-c)-(-3a+2b-c) L
= y=-a+b-c L,-L = y=-a+b-c L, —Ls
z=b-2a+(-a+b-c) L z=-3a+2-cC L
x=5a-P+ X L
o y=-at+b-c L,-Lg
z=-3a+2b-c L
1 1 1 X a X+y+ z=a
2) Si on note A=|2 1 3| , X=|y| et B=|b|, alors le systeme;2x+y+3z=b se traduit
1 -1 2 Z C X-y+2z=c

matriciellement parAX =B
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X+y+ z=a [x=5a-D+X 5 -3 2

Puisque lon a <2x+y+3z=b - <{y=-a+b-c , alors en notant C=|{-1 1 -1/ on aura
X-y+2z=cC z=-3a+2D-c -3 2 -1
AX=B - X=CB. Or si A est inversible, on a I'équivalencdX =B - X =A"B, ce qui nous permet
5 -3 2
d’affirmer que la matricé est inversible, etqueA™*=| -1 1 -1
-3 2 -1

Exercice n°16
ax+hz=1

cx+dz=0
cy+dt=1 L,

L,
i . (a b Xy 10 ay+bt=0 L, i . . .
1) On résout le systemeC X = = L en résolvant séparément les systemes

ax+bz=1 L ot ay+bt=0 L
cx+dz=0 L, cy+dt=1 L,
On résout le premier systeme :

acx+bcz=c clL,
ax+bz=1 L acx+bcz=c cL acx+bcz=c (v (car
cx+dz=0 L, acx+adz=0 alL, (ad-bc)z=-c aL,-cL, z=- dcb aL, -clL,
ad —bc
ad-bc#0)
ax+bz=1 L  [adx+bdz=d d, [(ad-bc)x=d dL -hL, .S ddb dL, -bL, (car
ox+dz=0 L, |box+bdz=0 bL, ~ | bex+bdz=0  bL, e
bex+bdz=0 bL,
ad-bc#0)
On résout le deuxieme systeme :
acy+bct=0 cL,
ay+bt=0 L acy+bct=0 cL; acy+bct =0 cl, (car
cy+dt=1 L, acy+adt=a al, (ad-bc)t=a aL,-cL, t= dab aL, —cL;
ad —bc
ad-bc#0)
t ay+bt=0 L, [ady+bdt=0 d, ((ad-bc)y=-b dL,-bL, y= d_bb dL, -bL, (car
oy+dt=1 L, |bcy+bdt=b bL, | bey+bdt=b bl e

bey+bdt=b b,

ad-bc#0)
_ d
ad —bc
b
Y = ad—be
2) On a ainsi a . Si A est inversible, on a I'équivalencaxX =1 = X =A™l =A™, ce gqui nous
__cC
ad —bc
t=—2
ad —bc
d -b
_ - d -b
permet d’affirmer que la matriggest inversible, et qua&™ = ad-bc ad-bc_ 1 .
—C a ad-bc\-c a
ad-bc ad-bc
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